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摘要 : 本 文 简要 回顾 了 五 度 相 生 法 的 生 律 特征 和 音律 计算 的 研究 成 果 , 推导 和 证 明了 五 度 相 
生 法 的 上 行 五 度 音 列 和 下 行 五 度 音 列 的 分 数 式 通 项 计算 公式 , 结合 两 个 分 数 式 通 项 式 证 明了 
五 度 相生 法 的 简易 计算 公式 。 利 用 这 些 公式 可 以 直接 计算 任意 位 置 上 的 音律 ， 而 无 需 从 起 始 
律 开 始 链 式 计算 中 间 的 音律 , 依据 简易 计算 公式 可 以 把 五 度 相 生 法 的 上 行 五 度 音 列 和 下 行 五 
度 音 列 合并 为 自 变 量 为 整数 数 轴 的 五 度 音 列 。 本 文 利 用 简易 计算 公式 得 到 了 五 度 音 列 中 每 个 
音 与 起 始 音 之 间 音 程 音 分 值 的 计算 公式 , 依据 一 致 分 布 的 理论 得 到 了 五 度 音 列 的 无 穷 个 音 分 
值 在 八 度 内 是 一 致 分 布 的 结论 。 根 据 三 间隔 理论 分 析 和 图 示 了 五 声音 阶 、 七 声音 阶 、 十 二 声 
音阶 、 页 房 六 十 律 和 钱 乐 之 三 百 六 十 律 的 的 不 同音 程 数 量 和 它们 出 现 的 次 数 。 
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Abstract:In this paper, we briefly review the characteristics of the fifth-generated method and the 
research results of the tone calculation, derive and prove the fractional formula of the ascending 
fifth's tone series and the descending fifth's tone series using fifth-generated method, and prove 
the simple formula of the fifth-generated method by combining two fractional formula of the 
ascending fifth's tone series and the descending fifth's tone series. These formulas can be used to 
directly calculate the pitch at any position in these series, without chain computing the middle 
pitch from the initial pitch. According to the simple calculation formula, the ascending and 
descending fifth's tone series can be combined into a fifth's tone series whose independent 
variable is an integer number. In this paper, a simple formula is used to calculate the interval 
between each tone and the initial tone in the fifth's series. Based on the theory of uniform 
distribution, it is concluded that the infinite tone the series are Uniform Distribution within the 
octave. According to the three-gap theory, the number of intervals and the number of their 
occurrences in the pentatonic scale, the heptonic scale, the twelve-tone scale, the 60-tone of King 
Fang and the 360-tone of Qian Lezhi are analyzed and illustrated. 

Keywords: the fifth-generated method; computing formula; Uniform Distribution; common; the 
three-gap theory; the 60-tone of King Fang; the 360-tone of Qian Lezhi 
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1 前 言 


五 度 相 生 律 (the fifth-generated system) 是 国际 通用 的 三 种 主要 律 制 之 一 ， 
在 西方 音乐 体系 中 也 叫 毕 达 哥 拉 斯 律 (Pythagorean Tuning) [1]， 中 国 古代 的 
三 分 损益 律 也 隶属 于 五 度 相 生 律 体系 [2] 。 五 度 相 生 法 是 五 度 相 生 律 的 音律 计算 
方法 , 生 律 方法 是 先 人 为 给 定 起 始 律 的 频率 , 然后 利用 五 度 关 系 分 别 向 上 和 癌 下 ， 


逐个 计算 音律 的 频率 ， 如 需要 计算 乐音 A 的 频率 ， 先 确定 C 的 频率 Jf。， 然 后 依 
向 上 纯 五 度 关 系 ， 按 C-G-D-A 顺序 ， 分 别 计算 出 乐音 G 和 D 的 频率 ， 最 后 计算 A 
的 频率 ， 这 种 传统 的 链 式 生 律 方法 已 被 广泛 应 用 于 音乐 艺术 领域 。 

毕 达 哥 拉 斯 学 派发 现 了 调整 乐器 Monochord 中 弦 的 长 度 可 发 出 不 同音 高 的 
音 ， 当 长 度 比 为 3: 2 的 时 发 出 的 两 个 音 呈 纯 五 度 关 系 [3]。 中 国 古 代 音 乐 实践 也 
发 现 了 “三 分 损 一 ”和 “三 分 益 一 ”的 音律 计算 方法 ， 史 称 三 分 损益 法 [4] 。 现 
在 通用 的 五 度 相生 法 从 起 始 律 出 发 , 可 以 按 纯 五 度 关 系 上 行 链 式 得 到 上 行 五 度 音 
列 ， 上 行 五 度 音 列 相 邻 两 个 音律 的 频率 比 为 3: 2 或 3: 4， 也 可 以 可 以 按 纯 五 度 
关系 下 行 链 式 得 到 下 行 五 度 音 列 ， 下 行 五 度 音 列 相 邻 两 个 音律 的 频率 比 为 2: 3 


或 4: 3， 这 样 在 五 度 音 列 中 ， 任 意 两 个 音 列 的 频率 比 可 以 表示 为 22x34 ， 


pEZqEZ, 表示 整数 集合 [5]。 

Fichard[6] 等 人 给 出 了 毕 达 哥 拉 斯 律 的 一 个 第 7 个 音律 与 起 始 律 的 频率 比 
计算 公式 ，/=(3/12) /27,j=|i*log,(3/2)|， 此 公式 可 计算 五 度 相生 法 的 上 行 五 
度 音 列 的 第 7 个 音律 与 起 始 律 的 频率 比 。 陈 其 翔 [7] 等 利用 多 位 小 数 分 数 副 近 法 
来 生成 “三 分 损益 法 ”的 各 律 ， 此 方法 可 得 到 误差 越 来 越 小 的 生 律 次 数 及 其 误差 
的 音 分 值 。 

在 计算 频率 的 过 程 中 , 中 外 学 者 不 约 而 同 地 把 需要 计算 的 音律 的 频率 约定 在 
二 倍 以 内 , 这 样 生成 的 音律 和 起 始 律 的 音程 关系 在 八 度 以 内 。 如 陈 应 时 在 文献 [8] 
中 引用 汉代 京 房 的 音律 产生 的 规则 : “上 生 不 得 过 黄 钟 之 浊 ， 下 生 不 得 及 黄 钟 之 
清 。”， 也 说 明 京 房 在 计算 音律 时 要 求 新 律 的 音 高 在 起 始 律 的 一 个 八 度 以 内 。 


2 五 度 相 生 法 音律 计算 通 项 式 


先 推导 出 五 度 相生 法 计算 音律 的 分 数 通 项 式 和 简易 通 项 式 ， 以 及 音 分 计算 公 
式 ， 然 后 分 析 它 们 和 传统 的 链 式 生 律 方法 之 间 的 优 缺 点 。 


2.1 分 数 通 项 式 


先 引 入 几 个 符号 , 当 xe 是 实数 时 , 用 [x 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 , 用 fx} 


表示 x 的 小 数 部 分 ， 即 有 x =|zxj+ fr}。 由 文献 [9] 可 以 ， 可 得 : 


引 理 1: 对 于 所 有 实数 x 而 言 ，{} 满 足 ，0< {trj<1。 

下 面 先 证 明 分 数 式 通 项 计算 公式 。 

定理 1: 五 度 相 生 法 的 八 度 内 五 度 音 列 的 分 数 式 通 项 计算 公式 如 下 : 
(D 上 行 五 度 音 列 的 第 7 次 生 律 的 计算 公式 : 


3 
Ji = fo pigs (1) 
(2) 下行 五 度 音 列 的 第 i 次 生 律 的 计算 公式 : 
， 2 Litog3 h 
f = fox 3 (2) 


其 中 表示 上 行 五 度 音 列 的 第 i 个 音律 ，f; 表示 下 行 五 度 音 列 的 第 i ARE, fo 
表示 起 始 音 律 的 频率 。 
WH: O 五 度 相 生 法 计算 上 行 五 度 音 列 ， 是 从 起 始 律 的 频率 jf。 起， 逐个 


计算 下 一 个 音律 ， 从 当前 音律 计算 下 个 音律 ， 乘 以 分 数 了 或 一 ， 即 每 生成 次 
新 的 音律 ， 分 子 都 乘 以 一 次 3， 而 分 母 乘 以 2 或 4， 这 样 当前 第 让 个 音律 频率 和 


e 起 始 律 的 频率 的 比 可 以 表示 为 六 。 
由 于 五 度 相 生 法 产生 的 五 度 音 列 中 ,每 个 乐音 都 在 起 始 律 乐 音 的 八 度 之 内 ， 即 每 
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个 新 产生 的 音律 频率 的 范围 不 能 超过 起 始 律 频 率 的 2 倍 ， 这 样 频 率 比 元 满 足 


i 
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分 别 考虑 两 个 不 等 式 : 


ei 第 一 个 是 1< 当 i,j>1 时 有 


P afad | Aas "T 
155; 22 «3 > log, 2/ )«1og, (3) j €1og, 3!  j < ilog,3 


(1.2) 第 二 个 是 入 <2: 当 P7>1 时 有 


i 


«223 «2x2! 5 log,(')«1og,2.x2/) log, (3)« j 15 j » log, (5')-1 
— j»ilog,3-1 

由 上 面 G.D 和 《1.2) 两 种 情况 ， 可 得 到 不 等 式 : 

ilog, 3-1« j x ilog,3 


H Flog, 3 是 无 理 数 ， 而 站 是 整数 ， 因 此 ;ilog:3-1 与 1og;3 都 是 无 理 数 。 由 于 j 


是 整数 , 又 因为 ilog;3-1 与 iog,3 这 二 个 无 理 数 之 间 有 且 只 有 一 个 整数 |ilog, 3], 
它 正 是 j， 因 此 根据 上 式 子 不 等 式 可 以 得 到 : 
= Li log, 3| 


把 这 个 结果 代入 频率 比 记得 到 上 行 五 度 音 列 的 分 数 式 通 前 项 计算 公式 OD. 


(2) 五 度 相生 法 计算 下 行 五 度 音 列 ， 是 从 起 始 律 的 频率 有 起 ， 逐 个 计算 下 一 


音律 ， 从 当前 音律 计算 下 一 个 音律 ， RDUM 或 3 ， 即 每 生成 一 次 新 的 音律 ， 
分 母 都 乘 以 一 次 3， 而 分 子 乘 以 2 或 4， 这 样 当 前 第 i 个 音律 频率 和 起 始 律 的 频 


RETUREN Z. 


由 于 五 度 相 生 法 产生 的 五 度 音 列 中 ， 每 个 乐音 都 在 起 始 律 乐音 的 八 度 之 内 ， 
即 每 个 新 产生 的 音律 频率 的 范围 不 能 超过 起 始 律 频率 的 2 倍 ， 这 样 频率 比 亏 i 
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足 1< <2ieN,. 
分 别 考 虑 两 个 不 等 式 : 


(2.1) gtis: 当 i,j>1 时 有 


3 «2! 一 log;3 <log, 2’ 2 ilog,3 < j 
j 
(2.2) 第 二 个 二 <2: 当 i,j>1 时 有 


2 <3 —1og,2/! <log;3 — j <ilog,3+1 
Hi (2.1) 和 (2. 1) 两 种 情况 可 知 ， 有 不 等 式 : 
ilog,3<j<ilog,3+1 


由 于 log,3 是 无 理 数 ， 而 i 是 整数 ， 因 此 ilog, 35 ilog, 3+1 都 是 无 理 数 。 由 于 j 


是 整数 ， 又 因为 1log;3 与 ilog;3+1 这 二 个 无 理 数 之 间 有 且 只 有 一 个 整数 


[ilog;3]+1， 因 此 根据 上 面 不 等 式 可 以 得 到 ; 


j=|ilog, 3|+1 


把 这 个 结果 代入 频率 比 ， 得 到 下 行 五 度 音 列 的 分 数 式 通 项 计算 公式 (2) 。 证 
E 

五 度 相生 法 传统 计算 方法 ， 是 从 起 始 律 出 发 一 个 一 个 音律 先后 生成 ， 是 链 
式 的 生 律 方法 。 如 果 只 需要 计算 上 行 五 度 音 列 的 第 12 个 音律 的 频率 ， 传 统 链 式 
法 需要 从 第 1 个 起 始 律 开始 ， 逐 个 计算 出 第 2 到 第 11 个 的 音律 频率 ， 才 能 计算 
出 第 12 个 音律 频率 。 而 利用 定理 1 的 公式 CD 和 公式 2) 可 直接 计算 出 任意 
位 置 上 的 音频 频率 ， 如 计算 上 行 五 度 音 列 的 第 12 个 音律 频率 可 直接 利用 


xp， 极 大 方便 了 音律 的 计算 。 


由 定理 1 的 公式 CIO 和 《2) ， 可 以 得 到 上 行 五 度 音 列 和 下 行 五 度 音 列 的 第 


. : , " i 2 Liteg; 3 jH " 
i 个 音律 与 起 始 律 的 频率 比 ， 分 别 是 -可 和 一 。 其 中 上 行 五 度 音 列 的 频 


率 比 与 文献 16] 的 结论 相同 。 

在 定理 1 的 公式 〈1) 中 ， 分 母 指数 随 着 生 律 次 数 加 1 而 加 1， 分 子 的 指数 
则 受到 八 度 内 生 律 的 约束 ， 加 1 或 加 2， 同 样 在 公式 〈2) 中 ， 分 子 指数 随 着 生 
律 次 数 加 1 而 加 1， 分 母 的 指数 则 受到 八 度 内 生 律 的 约束 ， 加 1 或 加 2。 图 1 比 
较 了 生成 的 前 11 个 (不 包括 起 始 律 ) 音律 的 上 行 五 度 音 列 的 公式 〈1) 分母 指 数 
和 前 11 个 不 包括 起 始 律 ) 音律 的 下 行 五 度 单列 的 的 公式 (2) 分 子 指数 的 增加 
趋势 图 。 图 1 显示 数字 2 的 指数 是 严格 递增 的 , 而 且 第 i 个 的 下 行 五 度 音 列 的 分 
子 2 的 指数 比 第 i 个 的 上 行 五 度 音 列 的 分 母 2 的 指数 大 1, 这 符合 定理 1 的 结论 。 


2 的 指 


图 1 上 行 和 下 行 五 度 音律 的 生 律 次 数 与 2 的 指数 之 间 的 关系 


2.2 简易 通 项 式 


定理 1 的 公式 (1) 和 公式 (2) 给 出 了 计算 五 度 音 列 中 任意 位 置 音律 的 通 项 


100 
式 ， 比 如 可 直接 计算 上 行 五 度 音 列 的 第 101 个 音律 频率 ， 即 万 xj ， 先 分 


别 计 算出 分 子 3%% 和 分 母 23 ， 在 利用 分 数 计算 出 具体 的 频率 ， 但 是 3"" 和 2 至 都 
是 大 整数 ， 利 用 计算 机 进行 计算 时 容易 溢出 ， 会 产生 不 正确 的 结果 。 

下 面 给 出 五 度 相 生 法 的 统一 的 简易 计算 通 项 式 ， 可 避免 大 整数 的 计算 。 先 来 
证 明 一 个 引 理 。 

引 理 2， 对 于 无 理 数 x 而 言 ， 当 x0 s 8x] Ue). 
证 明 : 

由 于 x=|xj+{x}, 根 据 引 理 1 有 0< 人}<1, 当 x<0 且 为 无 理 数 时 ,也 有 0<{x}<1 
从 而 : 

0«f)«120«x-[x]«12 0«-d-[x |e12 0« Qo] ll) Lx ] 1 


biete ede tb er 


由 于 x AG Br oA [pop] opor Ls e o Lin EUR. XXE 


数 相差 1， 这 样 满足 大 于 [+ 种} 小 于 由 + 和 +1 的 整数 有 且 只 有 一 个 [x|j+1， 


同时 由 于 一 [x 是 整数 ， 于 是 有 : 
[x| = xL ] 一 [x| E EIE 1) 


证 毕 ! 


定理 2: 五 度 相 生 法 的 音律 简易 通 项 式 为 : 
g(k)- f. x23 pe 7 (3) 


其 中 ，Z 表示 整数 ， 且 : 
(OD 当 上 >0 时 ， 函 数 g(6) 生 成 上 行 五 度 音 列 ，g(6) 就 是 上 行 五 度 音 列 的 第 k 
个 音律 ， 也 即 g(k)=/ 


(2) 当 k<0 时 ,函数 g(k) 生 成 下 行 五 度 音 列 ，g(k) 就 是 下 行 五 度 音 列 的 第 |K| 个 
音律 ， 也 即 g(%)= 广 。 


(3) 当 k=0 时 ， 函 数 2(0)= f, 
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证 明 : 
COD 当 k>0 时 ， 根 据 公 式 CD: 


2D4kxlog> 3 3k 


g(k) Sfx {elogs3)} DE 2o; 3-[idog,3] _ fx E = fX] ues 
= fi 


(2) 当 k<0 时 : 记 i=-k= 内 |， 


由 于 10g,3 是 无 理 数 ， 而 k<0 是 整数 ， 因 此 


kxlog,3 是 无 理 数 , 由 引 理 2 可 知 , | kxlog,3 |- -(jkx log,3| |+ 1)- -(Lixlog,3 |-1). 
于 是 根据 公式 〈2) : 
g(k) 三 f x 2 {xlog2 3} ¿2 fx x 241082 3-| kxlog; 3 | 三 f x 2 -ixlog, 3«([ixlog; 3 |+1) 


Flixlog231+1 Fixlog231+1 


=fr pui 7 ps ced 
(3) 当 k=0 时 : 
g(0)= f x 203 f x2° - f, 


证 毕 ! 


定理 2 的 公式 (3) 不 但 把 五 度 相生 法 的 上 行 和 下 行 的 音律 计算 分 数 通 项 式 
统一 起 来 ， 也 能 直接 计算 五 度 音 列 任意 位 置 上 的 音律 频率 。 利 用 公式 (3) d 
算 了 上 行 五 度 音 列 第 1-12 个 音律 与 起 始 律 〈 即 第 1 个 音律 ) 的 频率 比 ， 同 时 计 
算 了 上 行 五 度 音 列 第 12001-12012 个 音律 与 起 始 律 的 频率 比 , 得 到 图 2。 图 2 中 ， 
实 线 把 第 1-12 个 音律 连 起 来 ， 虚 线 第 12001-12012 个 音律 连 起 来 ， 两 条 线 上 的 
音律 从 左 到 右 是 链 式 生成 关系 ， 比 较 两 条 线 可 知 ， 五 度 相 生 法 并 不 存在 12 个 音 
律 一 组 的 重复 出 现 。 


一 + 一 上 行 五 度 音 列 第 1-12 个 音律 与 起 始 律 频率 比 
一 + 一 上 行 五 度 音 列 第 12001 起 第 1-12 个 音律 与 起 始 律 频率 比 


2 利用 公式 (3) 计算 五 度 相生 法 任意 位 置 上 的 音律 频率 比 


事实 上 有 : 
定理 3: 给 定 起 始 律 频率 /的 五 度 音 列 中 不 存在 两 个 音律 的 频率 相同 ， 且 五 
度 音 列 中 存在 无 穷 个 音律 。 
证 明 : 用 反 证 法 , 假设 同一 五 度 音 列 中 存在 两 个 音律 的 频率 相同 , 分 别 是 g() 


和 g(7)， 其 中 i 二 7 ， 那 么 ， 根 据 公 式 G) 有 : 


g(i)- g(j) f x2 2 p x20*9 > {ixlog, 3}= {jxlog, 3] 

— ixlog,3-|ix1log,3|- jxlog, 3—| jxlog,3| 

5 (i j)x1og, 3 - | ixlog,3 |-| jxlog, 3| 

在 上 式 中 ，(C- jMixlog,3 | jxlog; 3] BUE s T log, 3 是 无 理 数 ， 所 


等 式 左 边 是 无 理 数 ， 右 边 是 整数 ， 等 式 不 成 立 。 由 于 公式 G) F, HEE k 
整数 集 包含 有 无 穷 个 整数 ， 因此 五 度 音 列 中 存在 有 无 穷 多 个 


各 不 相同 的 音律 。 
üt. 


定理 3 说 明了 五 度 音 列 中 的 无 穷 个 乐音 都 互 不 相同 ， 也 说 明 五 度 相生 法 不 能 
© 实现 回 到 起 始 律 的 目的 。 
N 定理 2 给 出 了 五 度 相生 法 的 简易 的 计算 通 项 式 ,综合 了 上 行 五 度 音 列 和 下 行 
a 五 度 音 列 的 音律 计算 公式 。 把 上 行 五 度 音 列 和 下 行 五 度 音 列 的 各 个 音律 放 在 同一 


N 个 水 平 数 轴 上 ， 数 轴 的 中 心 点 表示 起 始 律 ， 数 轴 上 向 左右 无 限 延 什 ， 向 左 延 伸 表 
e 示 下 行 五 度 音 列 ， 向 右 延伸 表示 上 行 五 度 音 列 。 见 图 3， 图 3 CR TER Ho 
T 整数 点 上 的 数值 ， 各 个 数值 对 应 公式 OG 中 的 自 变 量 k， 数 轴 上 方 是 上 行 音 列 


和 下 行 音 列 生 律 次 数 。 


五 度 律 大 音阶 


C 第 8 次 第 7 次 第 6 次 第 5 次 第 4 次 第 3 次 第 2 次 第 1 次 生 律 次 数 第 1 次 第 2 次 第 3 次 第 4 次 第 5 次 第 6 次 第 ?次 第 8 次 
© FG 起 始 律 kf 
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五 度 律 小 音阶 


图 3 整数 数 轴 上 的 五 度 音 列 


数 轴 上 的 整数 点 位 置 的 所 有 音律 构成 一 个 五 度 相生 法 的 五 度 音 列 ， 五 度 音 列 
是 双向 无 穷 延 伸 的 数列 , 中 心 点 为 起 始 律 , 五 度 音 列 上 每 个 音律 的 所 在 位 置 对 应 
一 个 整数 ， 所 有 位 置 上 的 整数 集合 就 是 整数 域 。 


3 音 分 计算 
音 分 (cent) 是 Ellisll0] 提 出 的 音律 分 析 工 具 ， 根 据 文献 [2] ， 两 个 乐音 之 
司 的 音程 音 分 值 计 算 公 式 为 : 


J> 


5r 
u^ 


值 = 3986.313(7)x e [4 
1 


1200( 音 分 值 的 八 度 之 值 ) 
0.30103( 常 用 对 数 的 八 度 之 值 ) 


=3986.313(7), mi 


上 式 中 的 常数 3986.313 则 是 ! 


常用 对 数 的 八 度 之 值 就 是 log1。2 ， 因 此 音 分 值 的 计算 公式 可 以 转换 为 : 


F. 
"eds 
= 1200 x ———— 


log,2 (4) 


y 


>£ 
u^ 


ÍË — 3986.313(7) x log,, LE x logi, h 
F log, 2 F, 


F. 
= 1200xlog [7 


下 面 利 用 公式 (3) 和 公式 “4) 来 计算 五 度 音 列 上 位 置 k 处 音律 与 起 始 律 之 
间 音程 音 分 值 ， 起 始 律 的 频率 为 ,位置 k 处 音律 的 频率 为 /(k)， 因 此 它们 之 
间 的 音 分 值 为 : 

{kxlog, 3} 
c(k)=1200x poe, /| =1200x og, | 


0 0 


=1200x{kxlog, 3} 


利用 公式 (5) 可 方便 地 计算 五 度 音 列 上 任意 位 置 处 音律 的 音 分 值 , 由 于 10g,3 


是 无 理 数 ， 因 此 1200x 优 log,3} 也 是 无 理 数 ， 这 样 五 度 音 列 上 的 所 有 音律 的 音 分 
值 都 是 无 理 数 ， 这 所 有 的 无 理 数 构成 一 个 双 同 无 穷 延 伸 的 五 度 音 分 数列 : 


--1200x [-31og, 3}, 1200x (- 21og, 3}, 1200x (- log, 3], 0, 1200x flog, 3],1200x (21og, 3}, 1200x {3 log, 3]. … 

很 显然 , 五 度 音 分 列 上 的 每 个 数值 都 是 无 理 数 常数 ,五 度 音 分 数列 就 是 常 妆 
数列 。 

从 五 度 音 列 上 取出 有 限 个 连续 音律 可 以 构成 音阶 。 如 五 度 律 大 音阶 是 在 五 度 
音 列 上 ， 从 起 始 律 向 下 取 一 律 再 向 上 取 五 律 而 构成 ， 其 对 应 频率 计算 的 公式 (3) 
和 音 分 值 计算 的 公式 CO 中 变量 k 的 范围 为 -1<k<5; 五 度 律 小 音阶 是 在 五 度 
音 列 上 ， 从 起 始 律 向 下 取 四 律 再 向 上 取 二 律 而 构成 ， 其 对 应 频率 计算 的 公式 (3) 
和 音 分 值 计算 的 公式 (5) 中 变量 k 的 范围 为 -4<k<2， 位 置 范围 可 参见 图 3。 

表 1 给 出 了 利用 公式 d), AR OD MAR G) 计算 五 度 律 大 小 音阶 的 
计算 结果 ， 表 的 上 半 部 分 列 出 了 利用 公式 (1) 和 公式 (2) 计算 各 音 与 主音 的 频 
RHE, FERDIE TAHAR (5) 计算 得 到 的 各 音 的 音 分 值 。 


表 1 五 度 律 大 小 音阶 各 音 的 频率 比 与 音 分 值 


律 2 起 始 » 
si 下 行 五 度 音 列 上 行 五 度 音 列 
生 律 | 4 3 2 1 1 2 3 4 


次 序 1 [| L [1 | 
所 用 Lite; 3j a 


公式 公式 (2) y 公式 OD Ta 

与 主音 | 128 | 32 | 16 4 i 3 9 27 | 81 | 243 

频率 比 81 | 27 9 3 2 8 16 | 64 | 128 
-3 2 4 


(4) 1200x {klog, 3} 式 (4) 1200x [klog, 3] 


1109.78 


五 度 律 小 


D. AR OD. AX (3) 和 公式 COO 可 知 ， 五 度 相 生 法 使 用 了 
无 理 数 log, 3 ， 无 理 数 是 一 类 特殊 的 数 ， 包 含有 无 理 数 的 多 项 式 通 常 具 有 一 些 特 


殊 的 性 质 。 根 据 哈 代 [11] 的 THEOREM 445. f£? Bi [12] 第 80 页 定理 3， 有 如 
下 结论 : 
引 理 3: (—2 41448, Uniform Distribution) : 对 于 一 个 无 理 数 w >0， 


(ai, 1< i « oo 7E XT] (0, 1) & — 4) o 

由 引 理 3 可 以 得 出 如 下 结论 。 

定理 4 除了 起 始 律 外 ， 上 行 五 度 音 列 的 所 有 音 分 值 在 区 间 (0,1200) 中 是 一 致 
分 布 的 。 

证 明 : 根据 公式 (5) 1200x 基 log; 3} 可知， 五 度 相生 法 生成 的 音律 的 音 分 值 


只 和 它 的 位 置 k 有 关 ， 由 于 1200 是 常数 ， 因 此 各 音律 音 分 值 由 妇 log; 3} 决 定 ， 


由 引 理 3 可 知 当 & =log;3,1<k<w，{klog;3) 在 区 间 (0,1) 是 一 致 分 布 ， 因 此 


ST 


1200 x {k log, 3} 区 间 (0,1200) 中 是 一 致 分 布 的 。 证 毕 ! 


定理 4 说 明了 上 行 五 度 音 列 的 无 穷 个 音律 的 音 分 值 在 八 度 区 间 内 是 一 致 分 布 
Hj, 是 稠密 的 , 也 说 明 存 在 无 穷 对 音律 , 它们 之 间 的 音程 的 音 分 值 趋向 于 无 穷 小 。 
4.2 Steinhaus 猜想 与 三 间隔 理论 

在 二 十 世纪 四 十 年 代 ，H. Steinhaus 提出 了 有 关 无 理 数 的 一 个 猜想 ， 称 为 
Steinhaus 猜想 ,后 这 个 猜想 由 V. T. Sós 等 人 陆续 给 出 了 不 同 证 明 [13, 14, 15], 
现 也 称 Steinhaus 猜想 为 三 间隔 理论 。Richaard Krantz 和 Jack Douthett 等 


人 [16j 把 三 间隔 理论 用 于 音律 分 析 中 ， 下 面 的 给 出 其 中 的 一 个 结论 。 
引 理 4: 对 于 一 个 无 理 数 a >0， 由 1n 个 数 {ai),1<i<n 分 布 在 周 长 为 1 的 单 


位 圆 的 圆周 上 上， 那么 圆周 上 相 邻 两 个 数 之 间 的 间隔 〈 圆 踊 ) ,不同 长 度 的 间隔 不 
超过 三 个 。 如 果 不 同 长 度 的 间隔 数 有 三 个 , 那么 其 中 最 长 间 隅 的 长 度 是 其 他 两 个 
间隔 长 度 的 和 。 进 一 步 ， 当 且 仅 当 i 是 & 的 连 分 数 的 中 间 渐 近 分 数 
( intermediate convergent) 的 分 母 时 ， 不 同 长 度 的 间隔 只 有 二 个 。 


五 度 相 生 法 中 使 用 的 无 理 数 w =log:3， 根 据 引 理 4 可知， 除了 起 始 律 外 ， 上 


行 五 度 音 列 的 第 2 个 (对 应 引 理 4 的 i=1) 起 ， 连 续 取 n 个 乐音 构成 一 个 音阶 ， 
音阶 的 相 邻 音 级 的 不 同音 程 要 么 有 三 个 ， 要 么 有 二 个 。 利 用 文献 [17] 可 计算 出 
a =log;3 的 前 几 个 连 分 数 的 中 间 渐 近 分 数 为 : 

3 5 8 11 19 27 46 65 84 149 233 317 401 485 1054 1539 — 

2:3:5/7'12/17 29 41 53 94 147 200° 253'306' 665° 971° 

根据 引 理 4, 25 n 等 于 某 个 渐进 分 数 的 分 母 时 ， 音 阶 的 相 邻 音 级 的 不 同音 程 
只 有 二 个 。 

对 于 五 度 相 生 法 中 使 用 的 无 理 数 &=1log,3， 我 们 来 图 示 1<n<10 时 引 理 4 
的 结论 ， 得 到 图 4。 在 图 4 中 有 10 个 不 同 的 圆 环 ， 从 内 到 外 对 应 1<z<10 ， 每 
个 圆 环 被 n 个 数 {aibl1<i<n 分 制 为 长 度 不 同 的 n 个 小 圆 弧 。 为 了 能 方便 地 表示 n 


个 数 {aib1<i<n 的 圆 弧 之 间 的 关系 , 把 这 些 数 在 圆周 上 的 分 布 用 圆 弧 角 表示 ， 


个 {aij1<i<n 的 圆 弧 角 是 圆周 上 的 对 应 点 与 圆心 的 连 线 , 圆 弧 角 的 起 始 边 是 坐标 


的 水 平 轴 。 

为 了 方便 观察 ， 设 定 不 同 的 圆 为 半径 分 别 为 n 小 圆 环 ， 颜 色相 同 的 小 圆 缴 对 
应 的 圆 弧 角 相同 。 和 仔细 观察 图 4， 当 n=1， 圆 周 上 有 1 个 点 ， 但 圆 环 只 有 一 个 ， 
就 是 整个 圆 ， 当 n=2 时 ,圆周 上 有 2 个 点 ， 整 个 圆 环 被 分 为 紫色 和 绿色 两 种 颜色 
的 两 个 小 圆 弧 ， 当 n=3 时 ,圆周 上 有 3 个 点 ， 整 个 圆 环 被 分 为 淡 蓝 色 和 绿色 两 种 
颜色 的 三 个 小 圆 弧 ， 其 中 绿色 圆 弧 有 2 个 ， 当 n=4 时 ， 圆 周 上 有 4 个 点 ， 整 个 圆 
环 被 分 为 淡 蓝 色 、 绿 色 和 和 军 绿 色 三 种 颜色 的 四 个 小 圆 绝 ， 其 中 淡 蓝 色 圆 弧 有 2 
个 ， 容 易 观 察 得 知 ， 当 n 分 别 是 2、3、5、7 时 ， 对 应 的 圆 环 被 分 割 成 两 种 颜色 


的 小 圆 弧 , 也 就 是 所 有 圆 环 对 应 的 不 同 圆 弧度 只 有 两 种 , 这 和 上 面 的 w = log, 3 H 
连 分 数 渐 近 分 数 的 分 母 是 2、3、5、7 一 致 ， 引 理 4 结论 正确 。 
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4 无 理 数 与 整数 的 乘积 的 小 数值 在 不 同 圆 环 上 的 分 布 


引 理 4 的 自 变 量 取 值 范围 是 从 1 开始 的 连续 n 个 数 ， 而 五 度 律 大 音阶 和 小 音 
阶 的 乐音 分 别 取 自 上 行 五 度 音 列 和 下 行 五 度 音 列 , 其 在 图 3 中 的 位 置 范 围 分 别 为 


-175 和 -4~2， 因 此 文献 [18] 推 广 了 引 理 4 的 结论 ， 把 {ow})1<i<n 的 自 变量 i 的 


定义 域 推广 到 整数 域 ,， 即 当 {Qi),m+1<i<m+n,meZ 时 ， 引 理 4 也 成 立 。 因 此 ， 
五 度 律 大 音阶 和 小 音阶 的 相 邻 音 级 的 不 同音 程 只 有 两 种 , 同时 在 五 度 音 分 数列 中 ， 
连续 取 值 数量 是 w = log, 3 的 连 分 数 的 中 间 渐 近 分 数 的 分 母 时 ， 组 成 的 音阶 的 不 
司 音程 只 有 两 种 ， 不 是 分 母 值 时 ， 有 三 种 。 


5 音 差 分 析 

音 差 (common) 是 一 种 微小 音 分 值 的 音程 [2] ,常见 的 音 差 有 普通 音 差 21. 506、 
最 大 首 差 23. 46( 也 叫 毕 达 哥 拉 斯 音 差 , Pythagorean common[1] )、 京 房 音 差 [19]、 
钱 乐 之 音 差 [8] 等 ， 音 差 在 音阶 的 定律 过 程 中 起 着 重要 的 作用 ， 西 方 音乐 实践 所 
使 用 的 中 庸 全 音律 (Mean-tone Temperament) ， 如 Zarlino 的 四 分 之 一 音 差 中 
庸 全 音律 (1/4comma ) 就 是 利用 普通 音 差 划分 为 更 小 音 差 到 其 他 四 个 音律 而 产 
生 的 律 制 [20] 。 

在 我 国 古 代 ， 三 分 损益 律 是 音律 的 主要 研究 对 象 ， 音 律 文献 中 记录 了 三 分 损 
益 律 的 计算 的 结果 ， 称 为 律 数 ， 现 代 律 学 研究 文献 中 的 也 称 为 振动 体 长 度 [2]， 
在 其 他 条 件 不 变 的 情况 下 ， 振 动 体 长 度 和 振动 频率 呈 反 比 。 三 分 损益 法 计算 律 数 
的 乘法 因子 是 2/3 和 4/3， 对 应 的 是 五 度 相 生 法 频率 计算 所 用 的 乘法 因子 3/2 和 
3/4， 说 明 利 用 三 分 损益 法 生成 的 八 度 内 的 音律 一 一 对 应 五 度 相 生 法 的 上 行 五 度 
TRE. EU, 三 分 损益 法 的 音律 音 分 值 可 利用 公式 (5) 中 的 1200x 优 log; 35k 21 
来 计算 。 

利用 定理 3 可 知 ， 由 三 分 损益 法 可 计算 出 无 穷 个 律 数 互 不 相同 的 音律 ， 根 据 
定理 5， 这 无 穷 个 音律 的 音 分 值 在 区 间 (0,1200) 中 是 一 致 分 布 的 。 下 面 讨论 当 用 
三 分 损益 法 计算 有 限 个 音律 时 ， 它 们 的 音 分 值 在 区 间 (0,1200) 的 分 布 情况 ， 先 给 
出 文献 L14] 给 出 的 一 个 结论 。 

引 理 5: 对 于 一 个 无 理 数 %>0，n 个 数 {ak}1<k<n， 落 在 区 间 [0,1] 内 ， 把 


[X [8] [01] 43307 n1 个 小 间隔 。 假 设 当 k=w 时 ，{aw} 是 nn 个 数 {ak} 数 中 最 小 的 
数 ， 当 =v 时 ，{av} 表 示 n 个 数 {ak} 数 中 最 大 的 数 ， 那 么 : 


G) 长 度 为 {aw} 的 小 间隔 有 n+1 一 w 个 ; 


Gi) 长 度 为 1-{ev} 的 小 间隔 有 n+1-v 个 ; 


Gii) KBEI- lav] - {awv} 的 小 间隔 有 w+v--n 一 1 个 。 


利用 引 理 5 来 计算 “ 京 房 六 十 律 ” 和 “ 钱 乐 之 三 百 六 十 律 ” 的 不 同音 差 及 其 
个 数 。 由 于 八 度 内 三 分 损益 法 生成 的 音律 的 音 分 值 可 以 用 1200x {log,3bk>1 计 
算 , 也 即 引 理 5 中 的 w =log,3。 引 理 5 的 区 间 [0,1] 对 于 八 度 音 分 值 区 间 [0,1200]， 
由 于 “ 京 房 六 十 律 ” 和 “ 钱 乐 之 三 百 六 十 律 ”的 黄 钟 律 是 起 始 律 ， 其 对 应 的 音 分 
值 为 0， 因 此 “ 京 房 六 十 律 ” 和 “ 钱 乐 之 三 百 六 十 律 ” 的 自 变量 取 值 个 数 n 分 别 
是 59 和 359。 

当 n-59 时 ， 容 易 计算 出 w=53, v=41，{aw}={5310g, 3] « 0.00301253822128 ， 
音 分 值 为 此 数 乘 以 1200， 即 1200x (aw] 21200 x (5310g, 3}~ 3.61504586554133 , 
出 现 的 次 数 为 n+1-w=59+1-53=7, 1-{av}=1-{4llog,3}~ 0.01653747043260 . 
音 分 值 为 约 19. 84496451911468, HIMARA n+1-v=59+1-41=19, 这 里 的 
19 个 包含 最 大 值 到 区 间 [oj] 右 端的 小 间隔 ， 其 长 度 为 1- {av}; 第 三 个 间隔 长 度 
ZJ31- lav] law] -1- (4110g,3]4-(5310g,3] = 0.01955000865388 ， 音 分 值 约 为 
23. 46001038465602， 它 正好 时 其 他 两 个 音 分 值 的 和 ， 它 出 现 的 次 数 为 
wt+v—n—l1l=53+41-59-1=34。 

当 n=359 时 ,容易 计算 出 w=359, v=306, {orw}={3591og, 3}= 0.00153775889510 ， 
音 分 值 约 为 1. 84531067411626， 出 现 的 次 数 为 n+1-w=359+1-359=1， 

1- {æv} =1-f306log,3}= 0.00147477932614 ， 音 分 值 约 为 1.76973519137391， 出 
现 的 次 数 为 n+1-v=359+1-306=54， 这 里 的 54 个 包含 最 大 值 到 区 间 [071 | 9a 
的 小 间隔 ， 其 长 度 为 1- tc， 第 三 个 间隔 长 度 约 为 

1- iov] 1aw] 2 1— (30610g,3]-- (35910g,3] « 0.00301253822124 ， 音 分 值 约 为 

3. 61504586549017， 它 正好 时 其 他 两 个 音 分 值 的 和 ， 它 出 现 的 次 数 为 
w+v-n-1=359+306-359-1=305 , 

陈 应 时 先生 在 文献 [19] 和 [8] 对 “ 京 房 六 十 律 ” 和 “ 钱 乐 之 三 百 六 十 律 ” 进 
行 了 重新 计算 , 他 分 析 得 出 它们 都 存在 三 个 不 同音 差 的 结论 ， 并 统计 了 不 同音 差 
出 现 的 次 数 。 下 表 是 陈 应 时 文献 和 引 理 5 的 两 种 计算 结果 。 


表 2 陈 应 时 文献 和 引 理 5 计算 结果 的 比较 
文献 [19] 和 [8] 计 算 结 果 引 理 5 计算 结果 
音 分 值 出 现 | 音 分 值 出 现 
个 数 个 数 

“ 京 房 六 十 | 3.6150458655331404577968250811297 7 | 3.61504586554133 7 
4" 19. 844964519115872476043957767426 18 | 19. 84496451911468 19 
23. 460010384649012933840792848556 34 | 23. 46001038465602 34 

“ 钱 乐 之 三 |  1.8453106740829702707370527190324 1| 1.84531067411626 1 
百 六 十 律 ” 1. 769735191450170187059782361776 53 | 1.76973519137391 54 


3. 6150458655331404577968350811352 305 | 3.61504586549017 305 


比较 表 2 可 知 ， 对 于 “ 京 房 六 十 律 ”的 音 分 值 ， 两 种 计算 结果 略 有 不 同 ， 但 
小 数 点 后 的 前 9 位 是 相同 的 ， 对 于 “ 钱 乐 之 三 百 六 十 律 ” 音 分 值 ， 两 种 计算 结果 
也 略 有 不 同 , 但 小 数 点 后 的 前 8 位 是 相同 的 。 出 现 这 样 的 计算 精度 误差 是 由 多 个 
原因 产生 的 ， 数 值 计算 的 精度 受 计算 方法 、 所 用 硬件 和 软件 等 的 影响 。 

在 计算 方法 上 ， 文 献 [19] 和 [8] 利 用 三 分 损益 法 进行 链 式 计算 ， 先 计算 出 律 
数 间 的 整数 比 ， 再 计算 出 整数 比 的 小 数值 ， 再 利用 音 分 值 计算 公式 (4) 计算 小 
数值 的 对 数值 ( 即 音 分 值 ) ， 这 里 的 误差 可 能 会 出 现在 求 整数 比 的 小 数值 和 公式 
(D 的 计算 过 程 。 文 献 [19] 计 算 了 黄 钟 大 数 (3”) 的 整数 值 ， 但 “ 钱 乐 之 三 百 
六 十 律 ” 的 黄 钟 大 数 (3””) 却 极 难 简单 计算 ( 见 文献 [8] ) ， 因 此 “ 京 房 六 十 
律 ”的 每 个 音律 的 大 整数 律 数 可 计算 得 到 ， 而 “ 钱 乐 之 三 百 六 十 律 ”的 每 个 音律 
的 大 整数 律 数 不 容易 计算 得 到 。 再 者 ， 两 个 整数 律 数 相 除 计算 小 数值 ， 由 于 三 分 
损益 法 的 乘法 因子 中 分 母 是 3， 无 法 除 尽 ， 因 此 两 个 整数 相 除 无 法 得 到 准确 的 小 
数值 计算 结果 , 只 能 得 到 有 误差 的 近似 值 , 在 链 式 计算 时 , 这 个 误差 会 向 后 累积 ， 
最 后 利用 公式 (4) 的 计算 小 数值 的 对 数 也 会 出 现 误 差 ， 而 且 由 于 不 同音 律 都 要 
分 别 计算 整数 比 和 对 数 ， 因 此 其 误差 无 法 统一 估计 。 

利用 引 理 5 计算 音 分 值 则 利用 了 公式 G), EAR G) 中 ，log,3 是 无 理 
数 ， 其 他 都 是 整数 ， 因 此 其 数值 计算 的 误差 由 无 理 数 log, 3 的 精度 决定 ， 只 要 计 
算出 符合 精度 要 求 的 log, 3 的 小 数值 ， 就 能 统一 估计 所 有 音律 的 误差 ， 且 不 存在 


EM 累积 误差。 
N 比较 表 2 的 音 分 值 在 “ 京 房 六 十 律 ” 和 “ 钱 乐 之 三 百 六 十 律 ” 出 现 的 次 数 ， 
N 发 现 其 中 一 个 音 分 值 出 现 的 次 数 都 相差 1， 这 是 因为 它们 统计 的 范围 不 一 样 ， 如 


下 图 5 以 “ 京 房 六 十 律 ”为 例 说 明了 它们 的 统计 范围 


统计 范围 


- — Hu 327 58604 
zum 小 间隔 “一人 一 一 
| TE c DEC cá EEUEUE | 
0 (53log,3) {41log 1 
RME 最 大 值 
— | 理 4，n=59 
+ 范围 
Ls 
第 1 个 第 2 385941 
N 
Qo Oana OO 一 一 | 
值 0 1200 


(b)“ 京 房 六 十 律 ” 

图 5 引 理 5 小 间隔 和 “ 京 房 六 十 律 ” 音 差 的 图 示 

在 图 5 中， 上 半 图 和 下 半 图 分 别 是 对 引 理 5 的 小 间隔 和 “ 京 房 六 十 律 ”的 音 
差 的 说 明 。 在 引 理 5 中 , n 个 数 {ak},1<k<n, 落 在 区 间 [04| 内 把 区 间 分 割 为 n+1 
个 小 间隔 ， 图 5 中 n=59， 把 区 间 分 割 为 60 个 小 区 间 。 文 献 [19] 统 计 了 “ 京 房 六 
十 律 ”的 六 十 个 音律 之 间 的 59 个 音 差 ， 由 于 一 个 八 度 的 区 间 范 围 为 [01200]， 音 
分 值 最 大 的 “人 述 时 ” 律 和 音 分 值 1200 之 间 的 音 差 未 被 统计 在 内 ， 而 这 个 音 差 的 
音 分 值 正 是 1200x(1-{41log,3))x19.84496451911468 ， 所 以 两 种 统计 方法 在 表 2 
中 “ 京 房 六 十 律 ”的 音 分 值 19. 84496451911 的 个 数 少 1。 同 样 的 原因 ， 表 2 中 
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“ 钱 乐 之 三 百 六 十 律 ”的 音 分 值 1. 76973519137391 的 个 数 少 1. 

陈 应 时 先生 在 文献 [19] 和 [8 对 “ 京 房 六 十 律 ” 和 “ 钱 乐 之 三 百 六 十 律 ”得 
出 只 存在 三 种 不 同音 差 的 结论 ， 和 引 理 4 的 三 间隔 结论 相符 ， 统 计 的 不 同音 差 出 
现 的 次 数 ,与 引 理 4 的 结论 相符 。 事实 上 ,利用 三 分 损益 法 生成 的 起 始 律 高 一 个 
八 度 内 的 任意 给 定数 量 的 音律 都 符合 引 理 4 和 引 理 5 的 结论 .图 6 给 出 了 三 分 损 
益 法 计算 的 音律 ， 不 同 数 量 音 律 的 音 分 值 在 八 度 内 的 分 布 图 。 


以 7log;3 


n 
29 


NO Ch wN 


音 分 值 半 开 区 间 [0,1200) 1200 


6 三 分 损益 法 的 不 同 数量 音律 的 音 分 值 分 布 


5 结论 

五 度 相生 法 作为 常见 的 音律 生成 方法 ， 其 通 项 计算 公式 具有 广泛 的 应 用 ， 在 
音律 分 析 中 ， 只 要 涉及 到 音律 的 具体 数值 ， 都 能 得 到 应 用 。 本 文中 利用 通 项 计算 
公式 分 析 的 五 度 相生 法 的 无 穷 个 音律 音 分 值 分 布 和 有 限 个 音律 的 音 差分 布 , 在 未 
K, 我 们 可 以 把 它 与 十 二 平均 律 在 音阶 上 的 应 用 进行 比较 ,由 于 十 二 平均 律 在 作 


k 


度 内 也 有 通 项 计算 公式 ， 即 六 = fox 1e <11， 对 公式 3) 和 此 公式 进行 
偏差 估计 [21]， 是 一 项 有 意义 的 工作 。 
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